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Ab 5.11.: Vorlesung im HSG H.001

» Rechnerarithmetik
» Gleitkommazahlen-Arithmetik (Wiederholung)
» Gleitkommaarithmetik: Fehlerquellen

» Optimierung von Schaltnetzen
» Einleitung
» Algebraische Vereinfachungen

» KV-Diagramme
» Beschreibung und Beispiel
» Minimalpolynome

Hinweis: Folien teilweise a. d. Basis von Materialien von Thomas Jansen 29. Oktober 2012
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Gleitkommazahlen-Arithmetik
Darstellung gemaB IEEE 754-1985

= (=1)>-m, 2%
= (_1)Sy . my . 2é’y
s Vorzeichenbit

m  Mantisse (Binardarstellung, inklusive impliziter 1)
e  Exponent (Exzessdarstellung, b =2/"1 — 1)

Ergebnis  z=(—1)%-m, 2%
Vereinfachung ~ Wir ignorieren das Runden.

Aber: Wichtiger Teil des IEEE 754 Standards!

Weitere Details z.B. in:

David Goldberg (1991): What every computer scientist should know about
Fin floating-point arithmetic. ACM Computing Serveys 23(1):5-48.
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Multiplikation von Gleitkommazahlen
= (=1)>-m,-2%
= (_1)5}’ . my . 26}’
z=x-y = (-1)*-m,-2%

Beobachtung  z = (—=1)*%% . (m, - m,)-2%T%
also
1. s, :=s,®s, (trivial)

2. m, := my - my, (Multiplikation von Betragszahlen wie gesehen,
implizite Einsen nicht vergessen!)

3. e, := ex + e, (Addition, wegen Exzessdarstellung e, + e, — b
berechnen)
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Addition von Gleitkommazahlen
x = (=1)%-m,-2%
y = (=1)¥-my-2%
z=x+y = (-1)%-m, 2%

Beobachtung  einfach, wenn e, = e,
dann my - 26 4+ my - 2¢ = (my + myp) - 2¢

Plan

1. Ergebnis wird ,;so dhnlich" wie Zahl mit groBerem Exponenten,
darum Mantisse der Zahl mit kleinerem Exponenten anpassen

2. Mantissen auf jeden Fall addieren, bei unterschiedlichen
Vorzeichen dazu eine Mantisse negieren (Zweierkomplement)

3. anschlieBend normalisieren
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Algorithmus zur Addition

1. Falls ex < ey, dann x und y komplett vertauschen.
2. Falls Vorzeichen ungleich, dann Vorzeichen von s, invertieren und
Ubergang von y zu —y im Zweierkomplement (,,y + 1). s, := s,
3. Mantisse m, um e, — e, Stellen nach rechts verschieben
(Exponenten ,virtuell" jetzt angeglichen)
Achtung  Kann zum “Verlust” signifikanter Stellen fiihren!
4. m; == my +m,
Falls e = e,, Vorzeichenwechsel moglich. Dann s, invertieren.
5. e, := ex. Ergebnis normalisieren

Achtung  Bei Mantissen an implizite Einsen denken!

klar  Keine separate Subtraktion erforderlich.
Vorzeichenwechsel trivial.
Addition negativer Zahlen enthalten durch Zweierkomplement.
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Fehlerquellen bei der Gleitkommaarithmetik

» Rundung, wenn Berechnungsergebnis zur korrekten Darstellung
mehr signifikante Bits (d.h. i.d. Mantisse) erfordert als verfiighar

(kann bei Multiplikation und Addition auftreten)

> “Verlust” niederwertiger Bits durch Angleich der Exponenten
wahrend der Addition

Worst Case: x >y undy;«éOaberx—i—y:xf

Und nicht zu vergessen: Darstellung nur einer extrem kleinen Auswahl
der rationalen Zahlen méglich, variiert mit der GréBenordnung der
reprasentierten Zahlen!
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Probleme bei der Addition: Ein Szenario

Gegeben: Folge von n Gleitkommazahlen [x;] mit 0 </ <n
(z.B. gespeichert in einem Feld/Array x[i])

Aufgabe: Berechne Summe S ... moglichst exakt
(d.h. mit den Mdglichkeiten der Gleitkommaarithmetik)

Naive Losung: Direkte Summation, d.h. berechne:

n—1 0
ST= > x; oderlieber S|l= > x
i=0

i=n—1

. tion Beide S : forn-dasselbe Erscbnic!

Praxis: ST und S\L sind i.a. nicht g|elch| — Beispielprogramm (in C)

Magliche Abhilfe: Erhdhung der Genauigkeit (i.d.R. schwierig)
... oder “schlauere” Berechnung ;-)
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Fehlerreduktion: Kahan-Summation

n—1
Algorithmus zur numerisch stabileren Berechnung von S = > x;:
i=0

S =0;
E = 0;
for i

Fink
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to n-1 {
x[i] - E;
S +Y;

0
Y
Z
E
S Z;
}

/* Summe */
/* geschaetzter Fehler */

/* bish. Fehler beruecksichtigen */
/* neues Summationsergebnis */

(Z - 8) - Y; /* neue Fehlerschaetzung */

—> Beispielprogramm (in C)
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Fehlerreduktion: Kahan-Summation (2)

Veranschaulichung des fehlerkompensierenden Berechnungsablaufs:

S Z
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Optimierung von Schaltnetzen

Was bedeutet Optimierung?

klar  bestmogliche Losung finden

also
1. Losungen finden

2. beweisen, dass es keine bessere gibt

hier  meist nur
Verbesserung, nicht Optimierung

Fink
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Strukturierter Schaltnetz-Entwurf

Schaltnetz-Entwurf bisher
» ad hoc

» Normalformen

Waunsch  Systematisierung, Strukturierung

Hoffnungen
» einfacher zu guten Entwiirfen
» Schaltnetze verstandlicher

» Schaltnetze besser verifizierbar
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Systematisierung Schaltnetz-Entwurf

banale(?) Grundidee = Wiederverwendung guter Schaltnetze
als Komponenten

klar  schon gemacht
(z. B. bei allen Addierern HA verwendet)

zum Einstieg  noch elementareres Beispiel

Kann man VA sinnvoll aus HA bauen?

Fink o
Rechnerstrukturen 4> AYv Optimierung

12


http://www.uni-dortmund.de
http://ls12-www.cs.tu-dortmund.de/~fink/

technische universitat

dortmund
Noch einmal zum Volladdierer
VA HA HA
nCalt + X + y* XY | aca + A
Glt X Y C 5
0 00 0 0
0 01 0 1
0 10 0 1
0 11 1 0
1 00 0 1
1 01 1 0
1 10 1 0
1 11 1 1

Fink
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Strukturierter Volladdierer
X
HA > 1 c
y—
HA
Glt s

GroBe b Tiefe 3

Erinnerung  Halbaddierer
GroBe 2, Tiefe 1

Erinnerung ,,alter” Volladdierer
GroBe 5, Tiefe 3

also  immerhin nichts verloren
Reehnerstruktured M Vergleich zum sorgfaltigen ;. ad hoe:Entwurf’
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Multiplexer

Erinnerung  vereinfachte Wertetabelle
y1 | MUX1(y1, X0, x1)

0 X0
1 X1

normale (ausfiihrliche) Wertetabelle

yi x1 xo | MUX{(y1, X0, x1)

0O 0 O 0

0 0 1 1

0O 1 O 0

0 1 1 1

1 0 O 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

Rk nerstrukturen v

Optimierung
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yi x1 xo | MUX{(y1, X0, x1)

0 0 O 0

0 0 1 1

0 1 O 0

0 1 1 1

1 0 O 0

1 0 1 0x1

1 1 0 1

1 1 1 1
X0

Fink
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oy

— MUX; (y1, X0, X1)
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Strukturiert zum Schaltnetz fir MUX,
yi y2 | MUXa(y1, y2, X0, X1, %2, X3)

0 0 X0
0 1 X1
1 O X2
1 1 X3
Beobachtung

> Yo = 0= MUX2(Y1,Y2,X07X17X27X3) € {X07X2}
> yo = 1= MUXa(y1, y2, X0, X1, X2, X3) € {x1,X3}

also  ein MUX; wahlt mittels y» aus {xo, x1 }
ein MUX; wahlt mittels y» aus {x2,x3}
ein MUX; wahlt mittels y; aus den Ergebnissen

Fink o
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— MUXo(y1, y2, X0, - - -
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X0 —
MUX1
L
— 1
MUX;
o
MUX;
X3 —
Y2 y1
Fink
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Strukturierter MUX,
X0 —
MUX
: UXq Wieviele MUX, werden verwendet?
X2d71 J—
Yd+1m)/2d
Xod — L
MUXg — . | MUXy FMUXaa(y1, - y2d, 50, - - s Xp201)
od+1_1 — ]
Yd+1  Yad N ve
d,1)2d JE—
MUXy
Xp2d 1 —

Fink e
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Entwurf kleiner Schaltnetze

Erinnerung  Normalformen (DNF, RNF, KNF) direkt in
Schaltnetz umsetzbar

klar  auch dabei jede Variable hochstens einmal negieren

ab jetzt  Wir zahlen Negationsgatter nicht mehr.
klar  fiir groBe Schaltnetze nicht wesentlich
klar  hochstens , Fehler' Summand n

dann  SchaltnetzgroBe = Anzahl Minterme/Maxterme + 1

Verbesserung  dquivalenter kleinerer boolescher Ausdruck
fiihrt zu kleinerem Schaltnetz

Vorsicht  Kleinerer Ausdruck ist keine Normalform mehr!

Fink o
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Algebraische Vereinfachungen

Erinnerung [ " Rechengesetze] fiir boolesche Algebra (Satz 3)

Beispiel  £:{0,1}* — {0,1} mit Wertevektor

( 07 07 07 707 5 X 07 07 070)
DNF dazu
es ,

einschlagige Indiz ,4,6,8,9, 10, 11

Minterm zu i ist Funktion m;: {0,1}* — {0, 1} mit
mi(x1,x2,x3,%) =1 < (xix2x3 xa)2 = i

am Beispiel 1 =2 my(x1, x2, X3, X4) = X1 X2 X3 X3
denn  XiXxXox3xz =1
S (x1=0A(xx=0)A(x3=1)A (x4 =0)
~ (X1 X2 X3 X4)2 =

Fink o
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Algebraische Vereinfachung

f:{0,1}* — {0,1} mit (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)

DNF dazu
f(Xl)X2)X3)X4) =X1X2X3 X4

V X1 X X3 X4 V X1 X2 X3 X4

X1 X2 X3Xg V X1 X2 X3 X4 V X1 X2 X3 Xg
X1 X2 X3 Xgq V X1 Xp X3 X4

Vereinfacht f(x1,X2,x3,Xa) = Xy X2 Xa V X1 X2 Xz V X1 X2 X3 V X1 X2 X3

GroBe (in neuer Zdhlweise) 841 =9, vereinfacht: 4 +1=5
Wie konnen wir das verkleinern?

Resolution xi Xl v x; Xj| =X

Fink o
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Algebraische Vereinfachung
f:{0,1}* = {0,1} mit (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)

dazu
f(Xl)X2)X3)X4) ==

1 X0 X4 V X1 X2 Xg V X1 Xp X3 V X1 Xo X3

Vereinfacht f(x1,x2,x3,Xa) = X1 Xg V x1 X2

GroBe (in neuer Zdhlweise) 4+ 1 =5, vereinfacht: 2+ 1 =3
Wie konnen wir das verkleinern?

Resolution xi Xj v x; X = Xj

klar ~ GroBe 9 ~ 3  beeindruckend
aber recht schwierig

Fink o
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KV-Diagramme

Maurice Karnaugh (1953)
Edward W. Veitch (1952)

KV-Diagramme  systematischer, anschaulicher und viel
iibersichtlicherer Weg, Funktionen f: {0,1}3 — {0,1}
und f: {0,1}* — {0, 1} zu vereinfachen

aber  schon fiir £: {0,1}> — {0, 1} uniibersichtlich

= darum vor allem im HaPra wichtig.

Fink
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KV-Diagramm fir : {0,1}* — {0,1}

Nachbarschaften, d.h. Variablenbelegungen unterscheiden sich nur in
einer Stelle

X1 X2
01 11 10
00
. O
X3 X4
11
10

Hinweis: Nicht alle moglichen Nachbarschaften gezeigt!

Fink .
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Beispiel KV-Diagramm fiir f: {0,1}* — {0,1}

f:{0,1}* — {0,1} mit (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

f(Xl, ce

X1 X2 X3 X4

7X4)

T 0D
10:11

1111

Nullen weglassen

—et

1

0

fiir mehr Ubersichtlichkeit

X3 X4

X1 X2
00\ 01 11 10
—
1 10| 1D
4/
o1{ oo ]| o1
1mjfofofo]1
wl\1/| 1|01

Was fillt bei der Variablenbelegung auf?

Fink
Rechnerstrukturen
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Warum ist das so?

KV-Diagramme
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KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f: {0,1}* — {0,1}

X1 X2

00 01 11 10

x1=1,x=0= x1X2
00 1 1 1
x1=0,x=0=X1Xx3
01 1
X3 X4 xx=0,x=0=XXxs
11 1
f(Xl,XQ,X3,X4)
10 1 1 1 =x1X VX1 Xg

Suche alle gréBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.
Bilde fiir jedes Rechteck passendes Monom.

Decke alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab.
Bilde f als Disjunktion der korrespondierenden Monome.

Fink )
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Einordnung KV-Diagramme

Was leisten KV-Diagramme?

Beobachtung ~ Wir I6sen mit KV-Diagrammen ein Problem, das wir
noch gar nicht definiert haben.

klar ~ Wir holen das jetzt nach.
vorab  Begriffsfestlegungen

» Variable
Beispiele  x1,x2,x3,...

» Literale  Variable und Negationen
Beispiele  x1,X1,x2,X2,...

» Monom  Konjunktion einiger Literale
Beispiele  x1X3x4, xo

» Polynom  Disjunktion einiger Monome
Beispiel  X1x3V X2 V Xz X5

Fink )
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Weitere Begriffsdefinitionen

Wir haben schon  Variable, Literal, Monom, Polynom.

>

Implikant von £ Monom m mit folgender Eigenschaft:

Vx € {0,1}": m(x)=1=f(x) =1

Beispiel  Monom eines Polynoms fiir f

Verkiirzung eines Monoms m  Monom m’, fiir das m Implikant
ist

Beispiel  x1 X3 ist Verkiirzung von x3 X3

echte Verkiirzung eines Monoms m  Monom m’, das
Verkiirzung von m ist und echt weniger Literale enthalt
Beispiel X3 ist echte Verkiirzung von x; X3

Primimplikant von f  Implikant von f, fiir den es keine echte
Verkiirzung gibt, die auch Implikant von f ist

Beispiel X3 x3 ist Primimplikant von x; V X3 x3

Fink )
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Verbindung zu Schaltnetzen

Erinnerung ~ Wir zdhlen keine Negationen mehr.

Monom mit / Literalen  Und-Gatter mit Fan-In i oder
i — 1 Und-Gatter mit Fan-In 2
angemessen  Kosten |

Polynom mit j Monomen  zusatzlich Oder-Gatter mit Fan-In j oder
Jj — 1 Oder-Gatter mit Fan-In 2
angemessen  zusatzlich Kosten j

also  direkte Verbindung zwischen
Polynom-Kosten und Schaltnetz-Kosten

noch ein letzter Begriff

Minimalpolynom zu f Polynom fiir f mit minimalen Kosten

Fink -
Rlenchnerstrukturen unter a”en P0|yn0me! fur fKV*D\'agramme
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Minimalpolynome

also  Minimalpolynome liefern , giinstigste” Schaltnetze. ..

Vorsicht ~ Stimmt nicht so ganz!
nur richtig, wenn man sich auf
direkte Polynomrealisierung einschrankt

trotzdem  Wir suchen Minimalpolynome.

Wie finden wir systematisch Minimalpolynome?

Fink )
Rechnerstrukturen 4> AYv KV-Diagramme
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Minimalpolynome und Primimplikanten
Theorem  Minimalpolynome enthalten nur Primimplikanten.

Beweis  durch Widerspruch

Annahme f=mV myV---V m; Minimalpolynom,
my kein Primimplikant zu f

gemaB Definition  3m’: my ist Implikant von n’,
m’ ist echte Verkiirzung von m; und
m’ ist Implikant von f

klar - my =1= m' =1, da my Implikant von m’
Beobachtung m' =1= f =1, da m’ Implikant von f ist
also m'VmyV---V m;ist glinstigeres Polynom fiir f
Widerspruch  zur Voraussetzung, dass my V. my V---V m;
Minimalpolynom fiir f

Fink )
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Minimalpolynomberechnung

Idee fiir Minimalpolynomberechnung

1. Berechne alle Primimplikanten von f.

2. Berechne giinstigste ,Uberdeckung" von f mit diesen Monomen.

Beobachtung  Dieser Ansatz ist sicher schlecht, wenn
das Minimalpolynom zu f klein ist,
f aber viele Primimplikanten hat.

Wir verfolgen diesen Ansatz dennoch.

Fink )
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Minimalpolynomberechnung

Behauptung ~ Wir haben mit KV-Diagrammen
Minimalpolynome berechnet.

klar  Wir haben giinstigste Uberdeckung von f gesucht.

offen  Entsprechen maximale Rechtecke mit Zweierpotenzseitenlangen
genau Primimplikanten?

klar  Fiir f: {0,1}* — {0,1} gibt es
Monome der Langen 0, 1, 2, 3 und 4.

Wir schauen uns die Situation fiir jede mogliche Monomlange an.

Fink
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00 01 11 10
00 1 1 1 1
01 1 1 1 1
X3 X4
11 1 1 1 1
10 1 1 1 1
Monom 1
Egnclfmerstrukturen 4> AYv
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00

01
X3 X4

11

10

Monom x;
Monom Xz

Fink
Rechnerstrukturen

Primimplikanten der Ldinge 1

X1 X2

00 01 11 10
1 1 1 1
1 1

1 1

1 1 1 1

4> AV

KV-Diagramme
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Primimplikanten der Linge 2
X1 X2

00 01 11 10

00

01
X3 X4

11 )| 1 1

Monom X7 x3

Fink )
Rechnerstrukturen 4> AYv KV-Diagramme
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Primimplikanten der Ldnge 3
X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11 1 1
10
ple— Ly

Monom X3 x3 x4

Fink
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Primimplikanten der Ldinge 4

X1 X2

00 01 11 10

00 II
01

X3 X4

11

10 1

Monom X1 xo x3 Xz

Beobachtung:  Primimplikanten entsprechen genau KV-Rechtecken

Fink )
Rechnerstrukturen 4> AYv KV-Diagramme
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Minimalpolynombestimmung mit KV-Diagramm

Aufgabe  Bestimme fiir f: {0,1}* — {0,1} ein Minimalpolynom.
Vorgehen

1. Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

2. Finden aller maximaler Zweierpotenz-Rechtecke
3. Finden eines Primimplikanten fiir jedes Rechteck
4

. Finden einer Uberdeckung aller Einsen durch eine minimale
Monomauswahl

jetzt  noch ein Beispiel
f:{0,1}* — {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

Fink
Rechnerstrukturen 4> AV KV-Diagramme 40
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Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

4 7 9 10 11 12 13 14 15
£:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0.1,0.1,0,1,0,0,1,1)

X2

00 1 11 10

00

01 1 1
X3 X4

10 1 1
10-—

11 =
12 =
13 =
14 = (1110
15 = (1111

Fink
Rechnerstrukturen 4> AYv iagramm

1011

= (
= (
= (
= (
= (
= (
11 1 1 1 1 g0111
= (
= (
(
(
(1100
(

)
)
)
)
)
)
)
)
1000)
)
)
)
)
)
)
)
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Finden aller maximaler Zweierpotenz-Rechtecke

f:{0,1}* = {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)
X1 X2

00, 01 11 10
00 | 1

01 1 1
X3 X4 ——

11 1

10 1| 1

1

1

ﬂld.

Fink )
Rechnerstrukturen 4> AYv KV-Diagramme
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Finden eines Primimplikanten fiir jedes Rechteck
f:{0,1}* — {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2

w00, 01 11 10

00} 1

Fink
Rechnerstrukturen 4> AYv

X3 X4

X1 X2 X3
X1 X2 Xg
X1 X2 X3

X1 X2 X4

KV-Diagramme 43
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Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* = {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

00
01
X3 X4

11

10

X1 X2
00, 01 11 10
1

1 1
1| 1 1 1
1| 1

X3 X4

X1 X2 X3
X1 X2 X4
X1 X2 X3

X1 X2 X4

also x3xa VX1x0Xg V X1 X0X3V X1 X0 Xq V X1 X0 X
Minimalpolynom

Fink
Rechnerstrukturen

4> AV

beste Wahl

erforderlich
erforderlich
erforderlich
erforderlich

KV-Diagramme
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Fazit KV-Diagramme

Mit KV-Diagrammen effizient beide Schritte zur
Minimalpolynomberechnung durchfiihrbar

1. Bestimmung aller Primimplikanten
2. Bestimmung einer minimalen Uberdeckung
fir Funktionen f: {0,1}" — {0,1} fiir n € {3,4}

klar  Das reicht nicht aus.

Wie bestimmen wir Minimalpolynome fiir f: {0,1}" — {0, 1}
fuir groBeres n?

klar ~ Wir suchen einen Algorithmus.

Fink )
Rechnerstrukturen 4> AYv KV-Diagramme
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